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Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñß îáîáùåíèå ìåòîäà Áëþìåíñàòà è Ãðåäåëß
[1] äëß èññëåäîâàíèß ðàçðåøèìîñòè òåîðèé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Äëß
èëëþñòðàöèè äàííîãî ìåòîäà ïðåäëàãàþòñß íîâûå êëàññû ôîðìàëüíûõ
ßçûêîâ S è SA. Âûäåëßåòñß êëàññ ÌÏ-àâòîìàòîâ  SÌÏ-àâòîìàòû, è
äîêàçûâàåòñß, ÷òî îíè â òî÷íîñòè ðàñïîçíàþò ßçûêè èç êëàññà S. Äîêà-
çûâàåòñß çàìêíóòîñòü êëàññà SA îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèß, äîïîëíå-
íèß, ïðîåêöèé, öèëèíäðèôèêàöèé è èçîìîðôèçìîâ, à òàêæå äîêàçûâà-
þòñß òåîðåìû îá àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåì âõîæäåíèß
è ïóñòîòû äëß ßçûêîâ êëàññà SA. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ
ïîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü íåêîòîðûõ àðèôìåòè÷åñêèõ òåîðèé.
In this work we oﬀer generalization of method of Blumensath A., Graedel E.
to research arithmetic theories decidability. We oﬀer new formal language
classes S and SA to show this method. We distinguish a special class
of pushdown automata  SMP-automata and prove they recognize the
languages from class S. We prove the class SA is closed under intersection,
complement, projection, cylindriﬁcation and isomorphism, we also prove
theorems about decidability of the occurring problem and the emptiness
problem for languages from SA. With the help of these results we show
decidability of some arithmetic theories.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àâòîìàòíàß ñèñòåìà, ßçûê, ÌÏ-àâòîìàò.
Keywords: automatic structure, language, stack automata.
Ââåäåíèå
Èññëåäîâàíèå ôîðìàëüíûõ ßçûêîâ ßâëßåòñß îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ òåîðå-
òè÷åñêîé èíôîðìàòèêè.
Îäíèì èç íàèáîëåå âûäàþùèõñß ðåçóëüòàòîâ ïîñëåäíåãî âðåìåíè ßâëßåòñß ðà-
áîòà Áëþìåíñàòà è Ãðåäåëß [1]. Â íåé óñòàíîâëåíî, ÷òî ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè
êëàññà ðåãóëßðíûõ ßçûêîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè
òåîðèé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà â ýòîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà
àðèôìåòèêà Ïðåñáóðãåðà Th(ω,<,+, 0, 1). Ïîêàçàíî, ÷òî îòíîøåíèß < è + ïðè
ïîäõîäßùåì êîäèðîâàíèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîãóò áûòü çàäàíû ïðè ïîìîùè êî-
íå÷íûõ àâòîìàòîâ. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíî íîâîå áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî
ðàçðåøèìîñòè ýòîé òåîðèè.
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Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå äàííîãî ìåòîäà. Ïîêàçàíî, ÷òî ëþ-
áîé êëàññ ßçûêîâ, îáëàäàþùèé íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè çàìêíóòîñòè, ìîæíî
èñïîëüçîâàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè ïðèâîäèòñß ïðèìåð
êëàññà ßçûêîâ, îáëàäàþùåãî ñâîéñòâàìè èç òåîðåìû 2, íî ßâëßþùåãîñß áîëåå øè-
ðîêèì, ÷åì êëàññ ðåãóëßðíûõ ßçûêîâ.
1. Îïðåäåëåíèß
Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä i-îé ñòåïåíüþ àëôàâèòà Σ, îáîçíà÷àåìîé Σi, ìû ïîíèìàåì
ñëåäóþùåå îïðåäåëåííîå ïî èíäóêöèè ìíîæåñòâî:
Σ0 ={²}, ãäå ²  ïóñòîå ñëîâî;
Σi+1 = {w | w = va, v ∈ Σi è a ∈ Σ}.
Åñëè w ∈ Σi, òî i íàçûâàåòñß äëèíîé ñëîâà w èëè ÷èñëîì áóêâ â ñëîâå w è
îáîçíà÷àåòñß ÷åðåç |w|. Âûðàæåíèåì Σ∗ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ëþáûõ
ñëîâî â àëôàâèòå Σ:
Σ∗ = {w | ñóùåñòâóåò òàêîå i ≥ 0, ÷òî w ∈ Σi}.
Îïðåäåëåíèå 2 (îïèñàíèå íàáîðà ñëîâ). Ïóñòü èìååòñß íàáîð ñëîâ
(ω1, ω2, . . . , ωk) â àëôàâèòå Σ. Ïðè÷¼ì ωi = ωi1ωi2 . . . ωili . Ââåä¼ì ñïåöèàëüíûé
ñèìâîë ¤ /∈ Σ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî áóäåì âûðàâíèâàòü äëèíó ñëîâ íàáîðà. Òîãäà
îïèñàíèåì íàáîðà (ω1, ω2, . . . , ωk) íàçûâàåòñß ñëåäóþùåå ñëîâî ω1⊗ω2⊗ . . .⊗ωk â
àëôàâèòå (Σ ∪ {¤})k äëèíû l = max {|ω1| , |ω2| . . . |ωk|}:
ω1 ⊗ ω2 ⊗ . . .⊗ ωk =
 ω´11...
ω´k1
 · · ·
 ω´1l...
ω´kl
 ∈ ((Σ ∪ {¤})k)∗ ,
ãäå ω´ij = ωij, åñëè j ≤ |ωi|, è ω´ij = ¤, â îñòàëüíûõ ñëó÷àßõ.
Ïðèìåð 1. Îïèñàíèåì íàáîðà ñëîâ ω1 = 0011001, ω2 = 111, ω3 = 10010 â àëôàâèòå
{0, 1} áóäåò ñëîâî
0 0 1 1 0 0 1
1 1 1 ¤ ¤ ¤ ¤
1 0 0 1 0 ¤ ¤
â àëôàâèòå {0, 1,¤}3.
Îïðåäåëåíèå 3 (çàìêíóòîñòü ñåìåéñòâà ßçûêîâ). Ïóñòü P  ñåìåéñòâî ßçû-
êîâ, f (n)  n-ìåñòíàß îïåðàöèß íàä ßçûêàìè, òî åñòü îòîáðàæåíèå, êîòîðîå
ßçûêàì L1, L2, . . . , Ln ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ßçûê L = f(L1, L2, . . . , Ln). Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî P çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè f , åñëè èç òî-
ãî, ÷òî ßçûêè L1, L2, . . . , Ln ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó P, ñëåäóåò, ÷òî è ßçûê
L = f(L1, L2, . . . , Ln) ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó P. Åñëè ïðè ýòîì äëß ýôôåêòèâ-
íî çàäàííûõ ßçûêîâ L1, L2, . . . , Ln ßçûê f(L1, L2, . . . , Ln) ýôôåêòèâíî ñòðîèòñß
ïî L1, L2, . . . , Ln, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî P ýôôåêòèâíî çàìêíóòî îò-
íîñèòåëüíî îïåðàöèè f .
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Îïðåäåëåíèå 4. Ïðîåêöèåé ßçûêà L â àëôàâèòå {a1, a2, . . . , an}k ïî i ≤ k íàçûâà-
åòñß òàêîé ßçûê Lpr(i) â àëôàâèòå {a1, a2, . . . , an}k−1, ÷òî ñëîâî w1w2 . . . wl ∈ L,






i+1, . . . , δ
j
k), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà w′1w′2 . . . w′l ∈




i+1, . . . , δ
j
k). Åñëè k = 1, òî Lpr(1) - íå îïðåäåëåíî.
Ìåíåå ôîðìàëüíî, Lpr(i) ïîëó÷àåòñß èç L, åñëè êàæäîì ñëîâå âû÷åðêíóòü i-ûé
ýòàæ.
Îïðåäåëåíèå 5. Öèëèíäðèôèêàöèåé ßçûêà W â àëôàâèòå Σk íàçûâàåò-
ñß òàêîé ßçûê Cy(W ) â àëôàâèòå Σk+1, ÷òî ñëîâî ω1ω2 . . . ωl, ãäå ωi =
(ω1i , ω
2
i , . . . , ω
k









i ), ωk+1i  ëþáàß áóêâà èç Σ, ïðèíàäëåæèò Cy(W ).
Îïðåäåëåíèå 6 (ïåðåñòàíîâêà). Ïóñòü èìååòñß ßçûê W â àëôàâèòå Σ. Îòîá-
ðàæåíèå γa,b : W → W ′, ãäå W ′  ßçûê â àëôàâèòå Σ íàçûâàåòñß ïåðåñòàíîâêîé
a c b (a, b ∈ Σ), åñëè ñëîâî ω = ω1ω2 . . . ωl ïðèíàäëåæèò W òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñëîâî ω′ = ω′1ω′2 . . . ω′l, ãäå ω′i = a, åñëè ωi = b, ω′i = b, åñëè ωi = a, è ω′i = ωi
â îñòàëüíûõ ñëó÷àßõ, ïðèíàäëåæèò W ′.
Òàê êàê γa,b(t) = γb,a(t) äëß ëþáîãî t ∈ Σ∗, òî ïåðåñòàíîâêè γa,b è γb,a ñîâïà-
äàþò äëß ëþáûõ a, b ∈ Σ.
2. Îïèñàíèå ñòðóêòóð êëàññîì ßçûêîâ
Îïðåäåëåíèå 7. Ðåëßöèîííàß ñòðóêòóðà S = (A,R1, . . . , Rn) îïèñûâàåòñß êëàñ-
ñîì ßçûêîâ ∆, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèß:
1. Ýôôåêòèâíî çàäàí òàêîé ßçûê WA ⊆ Σ∗, ïðèíàäëåæàùåé êëàññó ∆, ÷òî
ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíàß ôóíêöèß ν : WA → A. WA íàçîâ¼ì íóìåðàöèåé
A.
2. ßçûê
W² = {ω ⊗ ω′ : ν(ω) = ν(ω′); ω, ω′ ∈WA}
çàäàí ýôôåêòèâíî è ïðèíàäëåæèò êëàññó ∆. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýôôåêòèâíî
çàäàí ßçûê èç ∆, ñîñòîßùèé èç îïèñàíèé ïàð ñëîâ, èìåþùèõ îäèíàêîâûé
îáðàç.
3. Äëß êàæäîãî i = 1 . . . n ßçûê
WR = {ω1 ⊗ ω2 ⊗ · · · ⊗ ωr : (ν(ω1), ν(ω2), . . . , ν(ωr)) ∈ Ri}
çàäàí ýôôåêòèâíî è ïðèíàäëåæèò êëàññó ∆. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýôôåêòèâ-
íî çàäàí ßçûê èç ∆, ñîñòîßùèé èç îïèñàíèé íàáîðîâ ñëîâ, îáðàçû êîòîðûõ
ïðèíàäëåæàò Ri.
Âñþäó äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðóþ ñòðóêòóðó S ñèãíàòóðû L,
îïèñûâàåìóþ êëàññîì ßçûêîâ ∆, è ôîðìóëû òîé æå ñèãíàòóðû. ×åðåç WA áóäåì
îáîçíà÷àòü íóìåðàöèþ îñíîâíîãî ìíîæåñòâà ñòðóêòóðû S. Ïîä ñëîâàìè ¾ßçûê W
îïèñûâàåò ôîðìóëó Ψ(x¯)¿, íàäî ïîíèìàòü, ÷òî åñëè äëß ω1, ω2, . . . , ωk ∈WA ñëîâî
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ω1 ⊗ ω2 ⊗ · · · ⊗ ωk ïðèíàäëåæèò W , òî Ψ(ν(ω1), ν(ω2), . . . , ν(ωk)) èñòèííà â S, è
åñëè Ψ(a1, a2, . . . , ak) èñòèííà â S, òî âñåâîçìîæíûå ñëîâà δ1 ⊗ δ2 ⊗ · · · ⊗ δk, ãäå
δ1 ∈ ν−1(a1), δ2 ∈ ν−1(a2), . . . , δk ∈ ν−1(ak), ïðèíàäëåæèò W .
Ðàññìîòðèì ßçûê W kA â àëôàâèòå (Σ ∪ {¤})k. Ñëîâî ω1⊗ω2⊗ . . .⊗ωk ïðèíàä-
ëåæèò W kA òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ω1, ω2, . . . , ωk−1  ëþáûå ñëîâà â àëôàâèòå
Σ∪{¤}, à ωk  ñëîâî èç WA. Äðóãèìè ñëîâàìè, W kA - ýòî ßçûê, ñîñòîßùèé èç âñåõ
k- ýòàæíûõ ñëîâ, íà k-îì ýòàæå êîòîðûõ çàïèñàíî ñëîâî èç WA.
Ëåììà 1. Åñëè êëàññ ßçûêîâ ∆ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî öèëèíäðèôèêàöèè è ïå-
ðåñòàíîâêè, òî ßçûê W kA ïðèíàäëåæèò êëàññó ∆.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ßçûê W ′A = Cy(Cy(. . . (Cy(︸ ︷︷ ︸
k−1 ðàç
WA)) . . . )).
Ïîëó÷åííûé ßçûê ïðèíàäëåæèò ∆, òàê êàê ïî óñëîâèßì ëåììû êëàññ ßçû-
êîâ ∆ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî öèëèíäðèôèêàöèè. Ñëîâî èç W ′A ïðåäñòàâëßåò ñîáîé
îïèñàíèå íàáîðà k ñëîâ, ïåðâîå èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò WA, à îñòàëüíûå  ëþ-
áûå ñëîâà â àëôàâèòå Σ ∪ {¤}. Ïðîâåä¼ì âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè a ñ b, ãäå
a = (o1, o2, . . . , ok), à b = (o2, o3, . . . , ok, o1). Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûé ßçûê ïðåä-
ñòàâëßåò ñîáîé îïèñàíèß íàáîðîâ k ñëîâ, ïîñëåäíèå èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò WA,
à îñòàëüíûå  ëþáûå ñëîâà â àëôàâèòå Σ∪{¤}, òî åñòü W kA. Òàê êàê ïî óñëîâèßì
ëåììû êëàññ ßçûêîâ ∆ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè, òî W kA ïðèíàäëåæèò
∆.
Ëåììà 2. Ïóñòü ßçûê W â àëôàâèòå (Σ ∪ {¤})k îïèñûâàåò ôîðìó-
ëó Ψ(x¯). Òîãäà ßçûê I  ïðîåêöèß ßçûêà W ïî i  îïèñûâàåò ôîð-
ìóëó Ω(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xk), ãäå Ω(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xk) åñòü
(∃xi)Ψ(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xk).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñëîâî
ω1 ⊗ . . .⊗ ωi−1 ⊗ ωi ⊗ ωi+1 ⊗ . . .⊗ ωk
ïðèíàäëåæèò W , òî
Ψ(ν(ω1), . . . , ν(ωi−1), ν(ωi), ν(ωi+1), . . . , ν(ωk))
èñòèííà. Ñëåäîâàòåëüíî,
Ω(ν(ω1), . . . , ν(ωi−1), ν(ωi+1), . . . , ν(ωk))
òîæå èñòèííà. À ïî îïðåäåëåíèþ ïðîåêöèè, ñëîâî ω1 ⊗ . . .⊗ ωi−1 ⊗ ωi+1 ⊗ . . .⊗ ωk
ïðèíàäëåæèò I.
Åñëè ñëîâî ω1 ⊗ . . . ⊗ ωi−1 ⊗ ωi+1 ⊗ . . . ⊗ ωk ïðèíàäëåæèò I, òî â
W íàéäåòñß ñëîâî ω1 ⊗ . . . ⊗ ωi−1 ⊗ ωi ⊗ ωi+1 ⊗ . . . ⊗ ωk, ãäå ωi ∈
WA. Ñëåäîâàòåëüíî, Ψ(ν(ω1), . . . , ν(ωi−1), ν(ωi), ν(ωi+1), . . . , ν(ωk)) èñòèííà. Òîãäà,
Ω(ν(ω1), . . . , ν(ωi−1), ν(ωi+1), . . . , ν(ωk)) òîæå èñòèííà.
Ëåììà 3. Ïóñòü ßçûê W â àëôàâèòå (Σ ∪ {¤})k îïèñûâàåò ôîðìóëó Ψ(x¯). Òîãäà
ßçûê I  ïåðåñå÷åíèå öèëèíäðèôèêàöèè ßçûêà W ñ W k+1A  îïèñûâàåò ôîðìóëó
Ω(x¯, y), ïðè÷åì Ω(x¯, y) èñòèííà â S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ψ(x¯) èñòèííà
â S.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ öèëèíäðèôèêàöèß ßçûêà W ïðåäñòàâëßåò ñî-
áîé îïèñàíèß íàáîðîâ k+ 1 ñëîâ âèäà ω1 ⊗ ω2 ⊗ . . .⊗ ωk ⊗ ωk+1, ãäå ωk+1  ëþáîå
ñëîâî â àëôàâèòå Σ ∪ {¤}, à ω1 ⊗ ω2 ⊗ . . .⊗ ωk ïðèíàäëåæèò W . Ïåðåñå÷åíèå öè-
ëèíäðèôèêàöèè ßçûêà W ñ W k+1A ïðåäñòàâëßåò ñîáîé îïèñàíèß íàáîðîâ k+1 ñëîâ
âèäà ω1 ⊗ ω2 ⊗ . . .⊗ ωk ⊗ ωk+1, ãäå ωk+1  ëþáîå ñëîâî èç WA, à ω1 ⊗ ω2 ⊗ . . .⊗ ωk
ïðèíàäëåæèò W . Åñëè I îïèñûâàåò ôîðìóëó Ω(x¯, y), òî çíà÷åíèå ýòîé ôîðìóëû
íå çàâèñèò îò y. Äåéñòâèòåëüíî, Ω(x1, . . . , xk, a) = Ω(x1, . . . , xk, b), äëß ëþáûõ a è
b, òàê êàê åñëè ñëîâî
ν−1(x1)⊗ · · · ⊗ ν−1(xk)⊗ ν−1(a)
ïðèíàäëåæèò I, òî cëîâî
ν−1(x1)⊗ · · · ⊗ ν−1(xk)⊗ ν−1(b)
òàêæå ïðèíàäëåæèò I. Ñëåäîâàòåëüíî, Ω(x¯, y) èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èñòèííà Ψ(x¯).
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè êëàññ ßçûêîâ ∆ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèß, öè-
ëèíäðèôèêàöèè è ïåðåñòàíîâêè, è ñóùåñòâóåò ßçûê èç ∆, êîòîðûé îïèñûâåò
ôîðìóëó Ψ(x¯), òî ßçûê I, îïèñûâàþùèé ôîðìóëó Ω(x¯, y), ïðèíàäëåæèò ∆. Çäåñü
Ω(x¯, y) èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ψ(x¯) èñòèííà.
Ëåììà 4. Ïóñòü ßçûê W â àëôàâèòå (Σ ∪ {¤})k îïèñûâàåò ôîðìóëó
Ψ(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xk). Òîãäà ßçûê I, ïîëó÷àåìûé âñåâîçìîæíûìè ïåðå-
ñòàíîâêàìè a ñ b ßçûêà W , ãäå a = (o1, . . . , oi, . . . , oj , . . . , ok), à b =
(o1, . . . , oj , . . . , oi, . . . , ok), îïèñûâàåò ôîðìóëó Ω(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xk), ïðè-
÷¼ì Ω(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xk) èñòèííà â S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Ψ(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xk) èñòèííà â S.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñëîâî ω1 ⊗ · · · ⊗ ωi ⊗ · · · ⊗ ωj ⊗ · · · ⊗
ωk ïðèíàäëåæèò W , òî ñëîâî ω1 ⊗ · · · ⊗ ωj ⊗ · · · ⊗ ωi ⊗ · · · ⊗ ωk ïðèíàäëå-
æèò I. Åñëè Ω(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xk) èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Ψ(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xk) èñòèííà, òî èç òîãî, ÷òî ñëîâî
ω1 ⊗ · · · ⊗ ωi ⊗ · · · ⊗ ωj ⊗ · · · ⊗ ωk
ïðèíàäëåæèò W , ñëåäóåò, ÷òî ñëîâî
ω1 ⊗ · · · ⊗ ωj ⊗ · · · ⊗ ωi ⊗ · · · ⊗ ωk
ïðèíàäëåæèò ßçûêó, îïèñûâàþùåìó ôîðìóëó Ω(x¯). Ñëåäîâàòåëüíî I îïèñûâàåò
ôîðìóëó Ω(x¯).
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè êëàññ ßçûêîâ ∆ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè,
è ñóùåñòâóåò ßçûê èç ∆, îïèñûâàþùèé ôîðìóëó Ψ(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xk),
òî ßçûê I, îïèñûâàþùèé ôîðìóëó Ω(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xk), ïðèíàäëåæèò
∆. Çäåñü Ω(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xk) èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Ψ(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xk) èñòèííà.
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Çàìå÷àíèå 1. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëß ëþáîé ôîðìóëû íàéäåòñß ýêâèâàëåíò-
íàß, â êîòîðîé âñå àðãóìåíòû îòíîøåíèé, â íåå âõîäßùèõ, ßâëßþòñß ïåðåìåííûìè
è ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìóëà R(x1, . . . , y, . . . , y, . . . , xn) âûïîëíèìà, òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíèìà ôîðìóëà (R(x1, . . . , z, . . . , y, . . . , xn)&y = z).
Òåîðåìà 1. Åñëè êëàññ ßçûêîâ ∆ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèß, ïåðåñå÷å-
íèß, äîïîëíåíèß, ïðîåêöèè, öèëèíäðèôèêàöèè è ïåðåñòàíîâêè, òî ïî ëþáûì íåçà-
ìêíóòîé ôîðìóëå Ψ(x¯) ñèãíàòóðû L è îïèñûâàåìîé êëàññîì ßçûêîâ ∆ ñòðóêòóðå
S òîé æå ñèãíàòóðû ìîæíî ïîñòðîèòü ßçûê èç ∆, îïèñûâàþùèé ýòó ôîðìóëó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó S ñèãíàòóðû L è ôîðìóëó Φ òîé æå ñèã-
íàòóðû. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
1. Φ(x¯) åñòü àòîìíàß ôîðìóëà. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ðåëßöèîííûå
ñòðóêòóðû, òî Φ èìååò âèä: x = y, ëèáî R(x1, x2, . . . .xr). Â ïåðâîì ñëó÷àå
ñóùåñòâóåò ßçûê L² ∈ ∆, ñîñòîßùèé èç âñåõ îïèñàíèé íàáîðîâ, ñîñòîßùèõ èç
ïàð îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ; âî âòîðîì  ñóùåñòâóåò LR ∈ ∆, ñîñòîßùèé èç
âñåõ îïèñàíèé íàáîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ RS .
2. Φ(z¯) åñòü (Ψ(x¯) ◦Θ(y¯)), ãäå ◦ ∈ {∧,∨}. Ñóùåñòâóåò ßçûê LΨ ∈ ∆ â àëôàâèòå
Σk, îïèñûâàþùèé ôîðìóëó Ψ(x¯), è ñóùåñòâóåò ßçûê LΘ ∈ ∆ â àëôàâèòå Σl,
îïèñûâàþùèé ôîðìóëó Θ(y¯). Çàìåòèì, ÷òî k  êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ â íà-
áîðå x¯ è l  êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ â íàáîðå y¯. Ïóñòü i  êîëè÷åñòâî îáùèõ
ïåðåìåííûõ â íàáîðàõ x¯ è y¯. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 4 ñóùåñòâóþò:
• ßçûê L′Ψ èç ∆, îïèñûâàþùèé ôîðìóëó Ψ′(o1, . . . , oi, q¯), ãäå
(o1, . . . , oi, q¯)  íåêîòîðàß ïåðåñòàíîâêà x¯, (o1, . . . , oi)  îáùèå ïå-
ðåìåííûå â íàáîðàõ x¯ è y¯. Ïðè÷¼ì Ψ′(o1, . . . , oi, q¯) èñòèííà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà Ψ(x¯) èñòèííà.
• ßçûê L′Θ èç ∆, îïèñûâàþùèé ôîðìóëó Θ′(o1, . . . , oi, s¯), ãäå
(o1, . . . , oi, s¯)  íåêîòîðàß ïåðåñòàíîâêà y¯, (o1, . . . , oi)  îáùèå ïå-
ðåìåííûå â íàáîðàõ x¯ è y¯. Ïðè÷¼ì Θ′(o1, . . . , oi, s¯) èñòèííà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà Θ(y¯) èñòèííà.
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 3 ñóùåñòâóþò:
• ßçûê L′′Ψ èç ∆, îïèñûâàþùèé ôîðìóëó Ψ′′(o¯, q¯, s¯), ïðè÷¼ì Ψ′′(o¯, q¯, s¯) èñ-
òèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ψ′(o¯, q¯) èñòèííà.
• ßçûê L′′Θ èç ∆, îïèñûâàþùèé ôîðìóëó Θ′′(o¯, s¯, q¯), ïðè÷¼ì Θ′′(o¯, s¯, q¯) èñ-
òèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Θ′(o¯, s¯) èñòèííà.
Çàìåòèì, ÷òî (o¯, s¯, q¯) è (o¯, q¯, s¯) åñòü íåêîòîðûå ïåðåñòàíîâêè z¯. Ñîãëàñíî ñëåä-
ñòâèþ èç ëåììû 4 ñóùåñòâóþò ßçûêè:
• L′′′Ψ èç ∆, îïèñûâàþùèé ôîðìóëó Ψ′′′(z¯), ïðè÷¼ì Ψ′′′(z¯) èñòèííà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ψ′′(o¯, q¯, s¯) èñòèííà.
• L′′′Θ èç ∆, îïèñûâàþùèé ôîðìóëó Θ′′′(z¯), ïðè÷¼ì Θ′′′(z¯) èñòèííà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà Θ′′(o¯, s¯, q¯) èñòèííà.
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Åñëè ◦ åñòü ∧, òî ßçûê, îïèñûâàþùèé ôîðìóëó Φ(z¯), åñòü ïåðåñå÷åíèå ßçûêîâ
L′′′Θ è L′′′Ψ .
Åñëè ◦ åñòü ∨, òî ßçûê, îïèñûâàþùèé ôîðìóëó Φ(z¯), åñòü îáúåäèíåíèå ßçû-
êîâ L′′′Θ è L′′′Ψ .
3. Φ(x¯) åñòü ¬Ψ(x¯). Ïóñòü i  êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ â íàáîðå x¯. Ðàññìîòðèì




W 3A) · · ·
⋂
W iA). Ïîëó÷åííûé ßçûê ßâ-
ëßåòñß îïèñàíèåì âñåâîçìîæíûõ íàáîðîâ äëèíû i ñëîâ èç WA. Êðîìå òîãî
ñóùåñòâóåò ßçûê LΨ ∈ ∆, îïèñûâàþùèé ôîðìóëó Ψ(x¯). Òîãäà ßçûê, îïèñû-
âàþùèé ôîðìóëó Φ(x¯), åñòü ïåðåñå÷åíèå K c äîïîëíåíèåì ßçûêà LΨ.
4. Φ(x¯) åñòü (Ψ(x¯)→ Θ(x¯)). Òîãäà Φ(x¯) ≡ (¬Ψ(x¯) ∨Θ(x¯)).
5. Φ(x¯) åñòü (∃y)Ψ(x¯, y). Ñóùåñòâóåò ßçûê LΨ ∈ ∆, îïèñûâàþùèé ôîðìóëó
Ψ(x¯, y). Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 2, ßçûê, îïèñûâàþùèé ôîðìóëó Φ(x¯), åñòü
ïðîåêöèß ßçûêà LΨ.
6. Φ(x¯) åñòü (∀y)Ψ(x¯). Òîãäà Φ(x¯) ≡ ¬(∃y)¬Ψ(x¯).
Òàê êàê ßçûêè êëàññà ∆ çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèß, ïåðåñå÷åíèß,
äîïîëíåíèß, ïðîåêöèè, öèëèíäðèôèêàöèè è ïåðåñòàíîâêè, òî äëß ëþáîé ôîðìóëû
ñòðóêòóðû S ñóùåñòâóåò ßçûê èç ∆, îïèñûâàþùèé ýòà ôîðìóëó.
Òåîðåìà 2. Åñëè êëàññ ßçûêîâ ∆ ýôôåêòèâíî çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îáúåäè-
íåíèß, ïåðåñå÷åíèß, äîïîëíåíèß, ïðîåêöèè, öèëèíäðèôèêàöèè è ïåðåñòàíîâêè, è
ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè ïóñòîòû ßçûêîâ èç ∆, òî ýëåìåíòàðíàß òåîðèß
ëþáîé ñòðóêòóðû, îïèñûâàåìîé ∆, ðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìû èìååì íåêîòîðóþ çàìêíóòóþ ôîðìóëó Φ ñòðóêòóðû
S ∈ K∆. Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Φ ïðåäâàðåííàß. Òîãäà èìåþò ìåñòî äâà ñëó÷àß:
1. Φ åñòü (∃x)Ψ(x). Òîãäà ôîðìóëà Φ áóäåò èñòèííà òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ßçûê, îïèñûâàþùèé ôîðìóëó Ψ(x) íå ßâëßåòñß ïóñòûì.
2. Φ åñòü (∀y)Ψ(x¯) ≡ ¬(∃y)¬Ψ(x¯). Òîãäà ôîðìóëà Φ áóäåò èñòèííà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ßçûê, îïèñûâàþùèé ôîðìóëó ¬Ψ(x), ïóñò.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîâåðêà èñòèííîñòè ôîðìóëû Φ â S ñâîäèòñß ê ïðîâåðêå ïó-
ñòîòû ßçûêà èç ∆.
3. Êëàññ ßçûêîâ SA
Îïðåäåëåíèå 8. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç |a| îáîçíà÷àåòñß ÷èñëî áóêâ â ñëîâå a.
Ïóñòü L1 è L2  ðåãóëßðíûå ßçûêè â àëôàâèòå Σ. Òîãäà ïñåâäîñèììåòðè÷íûì
ßçûêîì áóäåì íàçûâàòü ßçûê S ñëåäóþùåãî âèäà: S = {ω1ω2
∣∣|ω1| = |ω2|, ω1 ∈
L1, ω2 ∈ L2}. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ßçûêè L1 è L2 çàäàþò ßçûê S.
Îïðåäåëåíèå 9. ßçûê íàçûâàåòñß SA-ßçûêîì, åñëè îí îáðàçîâàí îáúåäèíåíèåì
ïñåâäîñèììåòðè÷íîãî ßçûêà è àâòîìàòíîãî ßçûêà.
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Äëß äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ êàññà ßçûêîâ SA ââåäåì ïîíßòèå SÌÏ-àâòîìàòà.
Îïðåäåëåíèå 10. SÌÏ-àâòîìàòîì áóäåì íàçûâàòü ÌÏ-àâòîìàò
〈Q,Σ,Γ, δ, q0, †, F 〉, â êîòîðîì
1. Q  ìíîæåñòâî ñîñòîßíèé àâòîìàòà;
2. Σ  âõîäíîé àëôàâèò;
3. Γ = {†, ¦}  ìàãàçèííûé àëôàâèò;
4. δ  îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà Q × Σ × Γ â ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà Q× Γ∗;
5. q0 ∈ Q  íà÷àëüíîå ñîñòîßíèå;
6. †  ñèìâîë, íàõîäßùèéñß â ìàãàçèíå â íà÷àëüíûé ìîìåíò;
7. F ⊆ Q  ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîßíèé;
8. ñëîâî ïðèíèìàåòñß àâòîìàòîì, åñëè îí ïåðåøåë â îäíî èç çàêëþ÷èòåëüíûõ
ñîñòîßíèé F è â ìàãàçèíå îñòàåòñß ðîâíî îäèí ñèìâîë †;
9. åñëè δ(q, a, †) = (q′,m), òî m åñòü {¦}∗†; åñëè δ(q, a, ¦) = (q′,m), òî m åñòü
{¦}∗, òî åñòü ñèìâîë † îáîçíà÷àåò äíî ìàãàçèíà;
10. íà êàæäîì øàãå ÌÏ-àâòîìàò ñ÷èòûâàåò íà âõîäíîé ëåíòå ðîâíî îäíó
áóêâó;
11. âñå ñîñòîßíèß Q äåëßòñß íà äâå ãðóïïû: â ñîñòîßíèßõ èç ïåðâîé ãðóïïû
àâòîìàò óâåëè÷èâàåò ñòåê ðîâíî íà îäíó áóêâó, à â ñîñòîßíèßõ èç âòîðîé
ãðóïïû àâòîìàò óìåíüøàåò ñòåê;
12. íå ñóùåñòâóåò ïåðåõîäîâ èç ñîñòîßíèé âòîðîé ãðóïïû â ñîñòîßíèß ïåðâîé.
Òåîðåìà 3. ßçûê ßâëßåòñß ïñåâäîñèììåòðè÷íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îí ðàñïîçíàåòñß íåêîòîðûì SÌÏ-àâòîìàòîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàì äàí ïñåâäîñèììåòðè÷íûé ßçûê S. Îí îïðåäåëßåò-
ñß ßçûêàìè L1 è L2, êîòîðûå çàäàþòñß àâòîìàòàìè K1 = 〈Q1,Σ, δ1, q01 , F1〉 è
K2 = 〈Q2,Σ, δ2, q02 , F2〉 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñòðîèì SÌÏ-àâòîìàò M , êîòîðûé áó-
äåò çàäàâàòü ßçûê S.
M = 〈Q1∪Q2∪{q0},Σ,Γ, δ, q0, †, F ′〉, ãäå:
• q0  íîâîå ñîñòîßíèå, ïðè÷åì q0 /∈ Q2 ∪Q1;
• Γ = {†, ¦};
• δ(q0, a, †) = (δ1(q01 , a), ¦†) äëß a ∈ Σ;
• δ(q1, a, ¦) = (δ1(q1, a), ¦¦) äëß q1 ∈ Q1\F1, a ∈ Σ;
• δ(q1, a, ¦) = (δ1(q1, a), ¦¦)∪(δ2(q02 , a), ²) äëß q1 ∈ F1, a ∈ Σ;
• δ(q2, a, ¦) = (δ2(q2, a), ²) äëß q2 ∈ Q2, a ∈ Σ;
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• F ′ =
{
F2∪{q0}, åñëè ² ∈ (L1 ∩ L2),
F2 èíà÷å.
Ìåíå ôîðìàëüíî, ñíà÷àëà M ýìóëèðóåò ðàáîòó àâòîìàòà K1, óâåëè÷èâàß ñòåê.
Åñëè ïåðâàß ÷àñòü ñëîâà ïðèíèìàëàñü K1, òî ïðî÷èòàâ å¼M , ïðîäîëæàåò ðàáîòàòü
ýìóëèðóß K2. Ïðè ýòîì ñòåê óìåíüøàåòñß. Åñëè âòîðàß ÷àñòü ñëîâà ïðèíèìàëàñü
K2, òî ïðî÷èòàâ âñ¼ ñëîâî M , ïåðåéäåò â îäíî èç çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîßíèé. Â
ñòåêå îñòàíåòñß îäèí ñèìâîë † òîëüêî ïðè ðàâåíñòâå ïåðâîé è âîðîé ÷àñòè.
Äîêàæåì, ÷òî âñå ñëîâà, êîòîðûå ïðèíèìàåò M ′, ïðèíàäëåæàò S. Ðàññìîòðèì
ðàáîòó àâòîìàòà íà ñëîâå ω1ω2, ãäå ω1 îêàí÷èâàåòñß, êîãäà ïåðâûé ðàç ïîëó÷àåòñß
ñîñòîßíèå èç Q2, ïðè÷åì ïåðâàß áóêâà ω2 åñòü a. Ñíà÷àëà àâòîìàò M ′ ðàáîòàåò
êàêK1. Ïîñëå ïðî÷òåíèß êàæäîé áóêâû ñòåê óâåëè÷èâàåòñß ðîâíî íà îäèí ñèìâîë.
Åñëè àâòîìàò, ïîñëå ïðî÷òåíèß ñëîâà ω1 îêàæåòñß â ñîñòîßíèè q ∈ F1, òî ñëîâî
ω1 ∈ L1. Äàëåå îí ïåðåõîäèò â ñîñòîßíèå δ2(q02 , a) è ïðîäîëæàåò ðàáîòàòü êàê
K2. Ïîñëå ïðî÷òåíèß êàæäîé ñëåäóþùåé áóêâû ñòåê óìåíüøàåòñß ðîâíî íà îäèí
ñèìâîë. Ñëîâî áóäåò ïðèíßòî àâòîìàòîì M ′, åñëè ïîñëå ïðî÷òåíèß âñåãî ñëîâà
îí îêàæåòñß â ñîñòîßíèè q′ ∈ F2 è â ñòåêå áóäåò ðîâíî îäèí ñèìâîë. Èç ïåðâîãî
ñëåäóåò, ÷òî ω2 ∈ L2, à èç âòîðîãî, ÷òî |ω1| = |ω2|. Ñëåäîâàòåëüíî, M ′ áóäåò
ïðèíèìàòü òîëüêî ñëîâà èç S.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî M ′ ïðèíèìàåò âñå ñëîâà, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò S. Ðàñ-
ñìîòðèì ðàáîòó àâòîìàòà íà ñëîâå ω1ω2, ïðè÷åì ïåðâàß áóêâà ω2 åñòü a, |ω1| = |ω2|,
ω1 ∈ L1 è ω2 ∈ L2. Ñíà÷àëà àâòîìàò M ′ ðàáîòàåò êàê K1. Ïîñëå ïðî÷òåíèß êàæ-
äîé áóêâû ñòåê óâåëè÷èâàåòñß ðîâíî íà îäèí ñèìâîë. Ïîñëå ïðî÷òåíèß ñëîâà ω1
àâòîìàò îêàçûâàåòñß â ñîñòîßíèè q ∈ F1, èáî ω1 ∈ L1. Äàëåå îí ïåðåõîäèò â ñîñòî-
ßíèå δ2(q2, a) è ïðîäîëæàåò ðàáîòàòü êàê K2. Ïîñëå ïðî÷òåíèß êàæäîé ñëåäóþùåé
áóêâû ñòåê óìåíüøàåòñß ðîâíî íà îäèí ñèìâîë. Ïîñëå ïðî÷òåíèß âñåãî ñëîâà îí
îêàæåòñß â ñîñòîßíèè q′ ∈ F2, ò.ê. ω2 ∈ L2. Èç òîãî, ÷òî |ω1| = |ω2|, ñëåäóåò, ÷òî â
ñòåêå îñòàíåòñß ðîâíî îäèí ñèìâîë. Ñëåäîâàòåëüíî, M ′ ïðèìåò ñëîâî ω1ω2.
Äîêàæåì îáðàòíîå. Ïóñòü äàí SÌÏ-àâòîìàò M = 〈Q,Σ,Γ, δ, q0, †, F 〉, êîòî-
ðûé çàäàåò ßçûê S. Äîêàæåì, ÷òî S  ïñåâäîñèììåòðè÷íûé. Ðàçäåëèì ñîñòîß-
íèß M íà äâå ÷àñòè: Q1  ñîñòîßíèß â êîòîðûõ ñòåê ðàñòåò, Q2  â êîòîðûõ
óìåíüøàåòñß. Ïîñòðîèì äâà êîíå÷íûõ àâòîìàòà K1 = 〈Q1 ∪{qf , q01},Σ, δ1, q01 , F1〉 è
K2 = 〈Q2∪{q02},Σ, δ2, q02 , F2〉, ãäå:
• q02 , q01 , qf  íîâûå ñîñòîßíèß, íå âõîäßùèå â Q;
• (Q1∩δ(q0, a, †)) = (δ1(q01 , a) \ {qf}) äëß êàæäîãî a ∈ Σ;
• äëß êàæäîãî a ∈ Σ òîãäà è òîëüêî òîãäà qf ∈ δ1(q01 , a), êîãäà (δ(q0, a, †)∩Q2) 6=
∅;
• (Q1∩δ(q, a, ¦)) = (δ1(q, a) \ {qf}) äëß êàæäûõ a ∈ Σ è q ∈ Q1;
• äëß êàæäûõ a ∈ Σ è q ∈ Q1 òîãäà è òîëüêî òîãäà qf ∈ δ1(q, a), êîãäà
(δ(q, a, ¦) ∩Q2) 6= ∅;
• F1 =
{ {qf , q01}, åñëè ² ∈ S,
{qf} èíà÷å;
• δ2(q, a) = δ(q, a, ¦) äëß êàæäûõ a ∈ Σ è q ∈ Q2;
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• δ2(q02 , a) = {q| q2 ∈ (Q2∩δ(q1, b, g)), q ∈ δ(q2, a, ¦), q1 ∈ Q1, g ∈ Γ, b ∈ Σ} äëß
êàæäîãî a ∈ Σ;
• F2 =
{ {Q2∩F}∪{q02}, åñëè ² ∈ S,
Q2∩F èíà÷å.
Ìåíåå ôîðìàëüíî, àâòîìàò K1 ýìóëèðóåò ðàáîòó àâòîìàòà M íà ïåðâîé ÷àñòè
ñëîâà, ïðè ÷òåíèè êîòîðîé ñòåê óâåëè÷èâàëñß. À K2 ýìóëèðóåò ðàáîòó íà âòîðîé
÷àñòè ñëîâà, ïðè ÷òåíèè êîòîðîé ñòåê óìåíüøàëñß.
ÀâòîìàòûK1 èK2 çàäàþò ßçûêè L1 è L2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ω ∈ S. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ω èìååò ÷åòíóþ äëèíó. Ïóñòü ω = ω1ω2, |ω1| = |ω2|. Ðàññìîòðèì ðàáîòó àâ-
òîìàòà K1 íà ñëîâå ω1. Ïðî÷èòàâ ïåðâóþ áóêâó, îí ïåðåéäåò â ñîñòîßíèå δ(q0, a, †).
Äàëåå îí ðàáîòàåò êàêM . Ïðî÷èòàâ ïîñëåäíþþ áóêâó ñëîâà ω1,M äîëæåí ïåðåéòè
â îäíî èç ñîñòîßíèé Q2. Ñëåäîâàòåëüíî, K1 ìîæåò ïåðåéòè â ñîñòîßíèå qf . Òàêèì
îáðàçîì, ω1 ∈ L1.
Ðàññìîòðèì ðàáîòó àâòîìàòà K2 íà ñëîâå ω2. Àâòîìàò M ïðî÷åò ñëîâî ω1 è
ïåðâóþ áóêâó ñëîâà ω2 è ïåðåéäåò â ñîñòîßíèå q. Ïî ïîñòðîåíèþ, àâòîìàò K2,
ïðî÷èòàâ ïåðâóþ áóêâó ñëîâà ω2, òîæå ïåðåéäåò â ñîñòîßíèå q. Äàëåå îí ðàáîòàåò
êàêM . Ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñîñòîßíèé àâòîìàòàM , â êîòîðûõ ñòåê îïóñòîøàåòñß,
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êîíå÷íûõ ñîñòîßíèé K2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðî÷èòàâ ñëîâî
ω2 àâòîìàò K2 îêàæåòñß â îäíîì èç çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîßíèé. Òàêèì îáðàçîì,
ω2 ∈ L2.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî åñëè ω1 ∈ L1, ω2 ∈ L2 è |ω1| = |ω2| 6= 0, òî ω1ω2 ∈ S.
Ðàññìîòðèì ðàáîòó àâòîìàòîâ K1 íà ñëîâå ω1 è M íà ñëîâå ω1ω2. Àâòîìàò K1
ñ÷èòûâàåò ïåðâóþ áóêâó ω1 è ïîïàäàåò â ñîñòîßíèå q. Åñëè |ω1| = 1, òî q = qf .
Ñëåäîâàòåëüíî àâòîìàò M ïåðåéäåò â ñîñòîßíèå q2 ∈ Q2. Ïðè ýòîì â ñòåêå áóäåò
íàõîäèòñß îäíà áóêâà ¦. Åñëè |ω1| > 1, òî q = q1 ∈ Q1. Ñëåäîâàòåëüíî, àâòîìàò
M òîæå ïåðåéäåò â ñîñòîßíèå q1. Äàëåå àâòîìàòû ðàáîòàþò îäèíàêîâî. Ïðî÷èòàâ
ïîñëåäíþþ áóêâó, K1 ïîïàäàåò â ñîñòîßíèå qf . Ïî ïîñòðîåíèþ, M ïåðåéäåò â
ñîñòîßíèå q2 ∈ Q2. Ïðè ýòîì â ñòåêå áóäåò íàõîäèòñß |ω1| áóêâ ¦. Òàêèì îáðàçîì,
ïðî÷èòàâ ïåðâóþ ïîëîâèíó ñëîâà ω, àâòîìàò M ïåðåéäåò â êîíôèãóðàöèþ (q2 ∈
Q2, ω2, ¦ · · · ¦︸ ︷︷ ︸
|ω1|
†).
Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàáîòó àâòîìàòîâ K2 íà ñëîâå ω2 è M íà êîíôèãóðàöèè
(q2 ∈ Q2, ω2, ¦ · · · ¦︸ ︷︷ ︸
|ω2|
†). Àâòîìàò K2, ïðî÷èòàâ ïåðâóþ áóêâó a ñëîâà ω2, ïîïàäàåò
â ñîñòîßíèå q. Òàê êàê àâòîìàò M ïåðåøåë â ñîñòîßíèå q2 èç êàêîãî-òî ñîñòî-
ßíèß q ∈ Q, òî q ∈ δ2(q02 , a). Ñëåäîâàòåëüíî, K2 òî æå ïåðåéäåò â ñîñòîßíèå q.
Äàëåå àâòîìàòû ðàáîòàþò îäèíàêîâî. Ïðè ýòîì, ñ êàæäûì øàãîì ñòåê àâòîìàòà
M óìåíüøàåòñß íà îäèí ñèìâîë. Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ, àâòîìàò K2 íèêîãäà íå
âîçâðàùàåòñß â ñîñòîßíèå q02 . Ñëåäîâàòåëüíî, íà ïîñëåäíåì øàãå àâòîìàò K2 îêà-
æåòñß â ñîñòîßíèè q′ ∈ F . ÀâòîìàòM òîæå ïåðåéäåò â ñîñòîßíèå q, îñòàâèâ â ñòåêå
îäíó áóêâó †. Òàêèì îáðàçîì, ω1ω2 ∈ S.
Çàìåòèì ÷òî, M ïðèíèìàåò ïóñòîå ñëîâî, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K1 è K2
òîæå ïðèíèìàþò ïóñòîå ñëîâî.
Èç âûøåñêçàííîãî ñëåäóåò ÷òî, ßçûê S  ïñåâäîñèììåòðè÷íûé. Îí îïðåäåëß-
åòñß ßçûêàìè L1 è L2.
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Ñëåäñòâèå 3. Êàæäûé ïñåâäîñèììåòðè÷íûé ßçûê ßâëßåòñß êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàí ïñåâäîñèììåòðè÷íûé ßçûê S. Åãî çàäàåò íåêîòîðûé
SÌÏ-àâòîìàò M = 〈Q,Σ,Γ, δ, q0, †, F 〉. Äîáàâèì â M íîâîå ñîñòîßíèå q. È ïðàâèëà
δ(qf , ², †) = q, äëß âñåõ qf ∈ F . Ïîëó÷åííûé ÌÏ-àâòîìàò áóäåò äîïóñêàòü ßçûê S
îïóñòîøåíèåì ñòåêà. Ñëåäîâàòåëüíî, S  êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé.
Òåîðåìà 4. Ïåðåñå÷åíèå ïñåâäîñèììåòðè÷íîãî ßçûêà ñ ðåãóëßðíûì ßçûêîì ßâ-
ëßåòñß ïñåâäîñèììåòðè÷íûì ßçûêîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàì äàí ïñåâäîñèììåòðè÷íûé ßçûê S, êîòîðûé çàäà¼òñß
SÌÏ-àâòîìàòîì M = 〈Q1,Σ,Γ, δ1, q01 , †, F1〉, è àâòîìàòíûé ßçûê A, êîòîðûé çà-
äà¼òñß êîíå÷íûì àâòîìàòîì K = 〈Q2,Σ, δ2, q02 , F2〉. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî Q1 ∩ Q2 = ∅. Ìîæíî ïîñòðîèòü SÌÏ-àâòîìàò M ′, êîòîðûé áóäåò
çàäàâàòü ßçûê S ∩A.
M ′ = 〈Q1 ×Q2,Σ,Γ, δ, (q01 , q02), †, F 〉, ãäå
• Q1×Q2  äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ ñîñòîßíèé èñõîäíûõ àâòîìàòîâ;
• F = {(f1, f2)|f1 ∈ F1, f2 ∈ F2};
• ((q′1, q′2), T ) ∈ δ((q1, q2), a, t), åñëè δ2(q2, a) = q′2 è (q′1, T ) ∈ δ1(q1, a, t).
Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîñëå ïðî÷òåíèß ñëîâà ω àâòîìàò M ′ ïåðåéäåò â
êîíôèãóðàöèþ ((q1, q2), α, τ), òî àâòîìàò M ïîñëå ïðî÷òåíèß ñëîâà ω ïåðåéäåò â
êîíôèãóðàöèþ (q1, α, τ), à àâòîìàò K ïåðåéäåò â êîíôèãóðàöèþ (q2, α). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñëîâî áóäåò ïðèíèìàòüñß àâòîìàòîì M ′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
ïðèíèìàåòñß àâòîìàòàìè M è K.
Òåîðåìà 5. Îáúåäèíåíèå äâóõ ïñåâäîñèììåòðè÷íûõ ßçûêîâ ßâëßåòñß ïñåâäîñèì-
ìåòðè÷íûì ßçûêîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàì äàíû äâà ïñåâäîñèììåòðè÷íûõ ßçûêà S1 è S2,
êîòîðûå ðàñïîçíàþòñß SÌÏ-àâòîìàòàìè M1 = 〈Σ, Q1,Γ, δ1, q01 , †, F1〉 è M2 =
〈Q2,Σ,Γ, δ2, q02 , †, F2, 〉 ñîîòâåòñòâåííî. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
Q1 ∩Q2 = ∅. Ïîñòðîèì SÌÏ-àâòîìàò M ′, êîòîðûé áóäåò çàäàâàòü ßçûê S1 ∪ S2.
M ′ = 〈Q2 ∪ Q1 ∪ {q0},Σ,Γ, δ, q0, †, F2 ∪ F1〉, ãäå q0  íîâîå ñîñòîßíèå, ïðè÷åì
q0 /∈ Q2 ∪Q1, à ôóíêöèß ïåðåõîäîâ îïðåäåëßåòñß ðàâåíñòâàìè:
• δ(q, a, t) = δ1(q, a, t), äëß ëþáûõ q ∈ Q1, a ∈ Σ, t ∈ Γ
• δ(q, a, t) = δ2(q, a, t), äëß ëþáûõ q ∈ Q2, a ∈ Σ, t ∈ Γ
• δ(q0, a, t) = δ1(q01 , a, t) ∪ δ2(q02 , a, t), äëß ëþáûõ a ∈ Σ, t ∈ Γ
Òàêèì îáðàçîì, àâòîìàò M ′ íà ïåðâîì øàãå êàê áû óãàäûâàåò, êàêîé èç àâòîìàòîâ
åìó ìîäåëèðîâàòü, à çàòåì ïðîäîëæàåò ðàáîòàòü êàê M1 èëè êàê M2. Î÷åâèäíî,
÷òî M ′ áóäåò ðàñïîçíàâàòü ñëîâà èç S1 ∪ S2.
Òåîðåìà 6. Êëàññ ßçûêîâ SA çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèß.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàì äàíû ßçûêè L1, L2 ∈ SA, ïðè÷åì L1 = A1 ∪ S1 è
L2 = A2 ∪ S2, ãäå A1 è A2  àâòîìàòíûå ßçûêè, S1, S2  ïñåâäîñèììåòðè÷íûå.
Òîãäà L1 ∪ L2 = (A1 ∪ S1) ∪ (A2 ∪ S2) = (A1 ∪A2) ∪ (S1 ∪ S2).
Òàê êàê ðåãóëßðíûå ßçûêè çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèß, òî ßçûê (A1∪
A2) ßâëßåòñß ðåãóëßðíûì. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5 ßçûê (S1∪S2) ïñåâäîñèììåòðè÷íûé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ßçûê L1 ∪ L2 ∈ SA.
Òåîðåìà 7. Êëàññ ßçûêîâ SA çàìêíóò îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèß.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàí ßçûê L = A∪ S, ãäå A àâòîìàòíûé, à S - ïñåâäîñèì-
ìåòðè÷íûé ßçûê.
Òîãäà L¯ = A ∪ S = A¯ ∩ S¯. ßçûê A¯ àâòîìàòíûé, ò.ê. ßâëßåòñß äîïîëíåíèåì
àâòîìàòíîãî.
Ïóñòü ßçûê S çàäàåòñß ßçûêàìè L1 è L2. Ñëîâî ξ /∈ S òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíßåòñß îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
1. äëèíà ñëîâà ξ  íå÷åòíîå ÷èñëî;
2. ξ = ω1ω2, ïðè÷åì |ω1| = |ω2|, ω1 ∈ L¯1 è ω2 ∈ L¯2.
3. ξ = ω1ω2, ïðè÷åì |ω1| = |ω2|, ω1 ∈ L1 è ω2 ∈ L¯2.
4. ξ = ω1ω2, ïðè÷åì |ω1| = |ω2|, ω1 ∈ L¯1 è ω2 ∈ L2.
Ñëîâà óäîâëåòâîðßþùåå ïåðâîìó óñëîâèþ îáðàçóþò àâòîìàòíûé ßçûê A′, à ñëîâà
èç îñòàëüíûõ îáðàçóþò ïñåâäîñèììåòðè÷íûå ßçûêè. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5 îáúåäè-
íåíèå ßçûêîâ èç ïîñëåäíèõ òðåõ ïóíêòîâ áóäåò ïñåâäîñèììåòðè÷íûì ßçûêîì S′.
Òîãäà, L¯ = A¯ ∩ S¯ = A¯ ∩ (S′ ∪A′) = (A¯ ∩ S′) ∪ (A¯ ∩A′)
Ñîãëàñíî òåîðåìå 4, ßçûê A¯∩S′  ïñåâäîñèììåòðè÷íûé, à ßçûê A¯∩A′ ßâëßåòñß
àâòîìàòíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, L¯ ∈ SA.
Ñëåäñòâèå 4. Êëàññ ßçûêîâ SA çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèß.
Îïðåäåëåíèå 11. Ãîìîìîðôèçì f : Σ → Σ′ íàçûâàåòñß ðàâíîìåðíûì, åñëè f
ßâëßåòñß ýïèìîðôèçìîì è |f(a)| = 1 äëß âñåõ a ∈ Σ.
Òåîðåìà 8. Êëàññ ßçûêîâ SA çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíûõ ãîìîìîðôèç-
ìîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàí ðàâíîìåðíûé ãîìîìîðôèçì f : Σ → Σ′ è ßçûê L ∈
SA, ïðè÷åì L = A∪S, ãäå A àâòîìàòíûé, S  ïñåâäîñèììåòðè÷íûé. Ðàññìîòðèì
ßçûê L′ = f(L) = f(A ∪ S) = f(A) ∪ f(S).
Ïóñòü ßçûê S çàäàåò SÌÏ-àâòîìàò M = 〈Q,Σ,Γ, δ, q0, †, F, 〉. Ïîñòðîèì SÌÏ-
àâòîìàò M ′, êîòîðûé áóäåò çàäàâàòü ßçûê f(S).
M ′ = 〈Q,Σ′,Γ, δ′, q0, †, F 〉, ãäå δ′(q, f(a), t) = ⋃f(b)=f(a) δ(q, b, t) äëß âñåõ q ∈ Q,
a ∈ Σ, t ∈ Γ. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè M ïðèíèìàåò ñëîâî ω, òî M ′ ïðèíèìàåò ñëîâî
f(ω), è åñëè M ′ ïðèíèìàåò ñëîâî σ′, òî M ïðèíèìàåò ñëîâî σ, ïðè÷åì σ ∈ f−1(σ′).
Ñëåäîâàòåëüíî, ßçûê f(S)  ïñåâäîñèììåòðè÷íûé. À òàê êàê àâòîìàòíûå ßçûêè
çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìîâ, òî ßçûê L′ ∈ SA
Ñëåäñòâèå 5. Êëàññ ßçûêîâ SA çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè.
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Ñëåäñòâèå 6. Êëàññ ßçûêîâ SA çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ ßçûêà L ∈ Σk ïî i. ßçûê Lpr(i) åñòü ðàâ-
íîìåðíûé ãîìîìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî, ßâëßåòñß àâòîìàòíûì.
Òåîðåìà 9. Êëàññ ßçûêîâ SA çàìêíóò îòíîñèòåëüíî öèëèíäðèôèêàöèè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ßçûê L ∈ SA, ïðè÷åì L = A∪S, ãäå A àâòîìàòíûé, S 
ïñåâäîñèììåòðè÷íûé. Ðàññìîòðèì ßçûê L′ = Cy(L) = Cy(A∪S) = Cy(A)∪Cy(S).
Ïóñòü ßçûê S çàäàåò SÌÏ-àâòîìàò M = 〈Q,Σk,Γ, δ, q0, †, F, 〉. Ïîñòðîèì SÌÏ-
àâòîìàò M ′, êîòîðûé áóäåò çàäàâàòü ßçûê Cy(S).
M ′ = 〈Q,Σk+1,Γ, δ′, q0, †, F 〉, ãäå δ′(q, (ω1, . . . , ωk+1), t) = δ(q, ω1, . . . , ωk, t) äëß
q ∈ Q,ωi ∈ Σ, t ∈ Γ.
Ðàññìîòðèì ðàáîòó àâòîìàòîâ M è M ′ íà ñëîâàõ ω ∈ (Σk)∗ è ω′ ∈ (Σk+1)∗,
ïðè÷åì ω′ ∈ Cy({ω}) è |ω| = i. Àâòîìàò M ïðî÷èòûâàåò ñëîâî ω, ïðè ýòîì îí
ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäèò ñîñòîßíèß q0, q1, . . . qi. Ïî ïîñòðîåíèþ δ′, àâòîìàò M ′,
ðàáîòàß íà ñëîâå ω′, ïðîéäåò ýòó æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîßíèé. Ïðè ýòîì îí
áóäåò ïðîèçâîäèòü àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè ñî ñòåêîì. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñëîâî
ω âîñïðèíèìàåòñß M , òî ñëîâà èç Cy({ω}) âîñïðèíèìàþòñß M ′. Îáðàòíîå óòâåð-
æäåíèå äîêàçûâàåòñß àíàëîãè÷íî.
Ñëåäîâàòåëüíî, ßçûê Cy(S)  ïñåâäîñèììåòðè÷íûé. À òàê êàê äëß àâòîìàò-
íîãî ßçûêà åãî öèëèíäðèôèêàöèß ßâëßåòñß òîæå àâòîìàòíûì ßçûêîì, òî ßçûê
L′ ∈ SA.
Òåîðåìà 10. Êëàññ SA ñîäåðæèò òîëüêî êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ßçûêè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3 êàæäûé ßçûê èç SA ïðåäñòàâëßåò ñîáîé
îáúåäèíåíèå ðåãóëßðíîãî è êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîãî ßçûêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ßâëß-
åòñß êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì.
Ñëåäñòâèå 7. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëßþùèé ïî ïðîèçâîëüíîìó ßçûêó L
èç êëàññà SA óçíàòü, ïóñò ëè îí.
Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî êëàññ ßçûêîâ SA ïîëíîñòüþ îòâå÷àåò óñëîâèßì òåî-
ðåìû 2. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ðàçðåøèìîñòü íåêîòîðûõ òåîðèé íà
îñíîâå êëàññà ßçûêîâ SA.
4. Ïðèìåðû ðàçðåøèìûõ òåîðèé
Ðàññìîòðèì òåîðèþ TP = Th(N, P (1)). Ïðåäèêàò P îïðåäåëßåòñß ñëåäóþùèì
îáðàçîì: x ∈ P , åñëè äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå x åñòü { 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n øòóê
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n øòóê
}.
Òåîðåìà 11. Òåîðèß TP ðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ßçûê WA â àëôàâèòå {0, 1}. Ñëîâî x ∈ WA, åñëè
åãî ïîñëåäíßß áóêâà 1 èëè îíî ñîñòîèò èç îäíîé áóêâû 0. ßçûê Lδ ßâëßåòñß àâ-
òîìàòíûì. Ìîæíî â ßâíîì âèäå ïîñòðîèòü êîíå÷íûé àâòîìàò Gδ, çàäàþùèé ýòîò
ßçûê. ßçûê WA ∈ SA, òàê êàê ßâëßåòñß àâòîìàòíûì.
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Ïóñòü ν : WA → N  îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó ñëîâó èç WA ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî, äâîè÷íîé çàïèñüþ êîòîðîãî îíî ßâëßåòñß, åñëè ñ÷èòàòü ïåðâóþ
áóêâó ñëîâà íàèìåíüøèì ðàçðßäîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ν ßâëßåòñß èçîìîðôèçìîì. Òî
åñòü WA ßâëßåòñß íóìåðàöèåé N.
Ïóñòü W²  ßçûê, ñîñòîßùèé èç âñåõ îïèñàíèé ïàð ñëîâ, èìåþùèõ îäèíàêîâûé
îáðàç. Òàê êàê îòîáðàæåíèå ν ßâëßåòñß èçîìîðôèçìîì, òî W² ñîñòîèò èç îïèñà-
íèé ïàð îäèíàêîâûõ ñëîâ. ßçûê W² ßâëßåòñß àâòîìàòíûì. Ìîæíî â ßâíîì âèäå
ïîñòðîèòü êîíå÷íûé àâòîìàò G², çàäàþùèé ýòîò ßçûê:
K² = ({q0, q1},Σ, δ, q0, {q1}), ãäå:























q0  íà÷àëüíîå ñîñòîßíèå;
{q0}  ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñîñòîßíèé;
δ(q0, x) = q0
δ(q0, y) = q1
δ(q1, x) = q1
δ(q1, y) = q1,

























ßçûê W² ∈ SA, òàê êàê ßâëßåòñß àâòîìàòíûì.
Ïóñòü WP  ßçûê, ñîñòîßùèé èç ñëîâ, îáðàçû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò P (1). Äëß
WP íå òðóäíî ïîñòðîèòü SÌÏ-àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé ýòîò ßçûê. Çíà÷èò, WP ∈
SA.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðóêòóðà (N, P (1)) îïèñûâàåòñß êëàññîì ßçûêîâ SA. Òîãäà, ïî
òåîðåìå 2, TP ðàçðåøèìà.
Äîáàâèì â òåîðèþ TP ïðåäèêàò <(2). (x, y) ∈<(2) ⇔ x < y.
Òåîðåìà 12. Òåîðèß TP ′ = Th(N, P,<) ðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëß òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ñòðóêòóðà (N, P (1), <(2)) îïèñû-
âàåòñß êëàññîì ßçûêîâ SA, íàäî çàêîäèðîâàòü ïðåäèêàò <. Ïóñòü W<  ßçûê,
ñîñòîßùèé èç âñåõ îïèñàíèé ïàð ñëîâ, ïðîîáðàç ïåðâîãî èç êîòîðûõ áîëüøå ïðî-
îáðàçà âòîðîãî. Î÷åâèäíî, ÷òî ßçûê W< ßâëßåòñß àâòîìàòíûì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2, TP ′ ðàçðåøèìà.
Çàêëþ÷åíèå
Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè êëàññ ßçûêîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáú-
åäèíåíèß, ïåðåñå÷åíèß, äîïîëíåíèß, ïðîåêöèè, öèëèíäðèôèêàöèè è ïåðåñòàíîâêè,
è ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè ïóñòîòû ßçûêîâ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà, òî
ýëåìåíòàðíàß òåîðèß ëþáîé ñòðóêòóðû, îïèñûâàåìîé ßçûêàìè ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà, ðàçðåøèìà. Ïðåäëîæèëè íîâûå êëàññû ßçûêîâ S è SA, ïîêàçàëè, ÷òî ïðî-
áëåìû ïóñòîòû è âõîæäåíèß äëß ßçûêîâ êëàññà SA àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìû.
Âûäåëèëè êëàññ ÌÏ-àâòîìàòîâ  SÌÏ-àâòîìàòû, è äîêàçàëè, ÷òî îíè ðàñïîçíà-
þò â òî÷íîñòè ßçûêè èç êëàññà S. Äîêàçàëè, ÷òî êëàññ SA çàìêíóò îòíîñèòåëüíî
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îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèß, äîïîëíåíèß, èçîìîðôèçìîâ, ïðîåêöèé è öèëèíäðèôèêàöèé.
Èñïîëüçóß ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìû äîêàçàëè ðàçðåøèìîñòü íåêîòîðûõ àðèô-
ìåòè÷åñêèõ òåîðèé.
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